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I - Motivation

IT - Quelques notions de base en théorie des jeux

IIT - L'exemple des jeux évolutionnaires
symétriques : caractérisation des équilibres.

IV - L'approche dynamique déterministe &
stochastique des jeux de population: réplicateur,
imitation et meilleure réponse

V - Dynamiques sur des réseaux : interactions a
courte et longue portée

VI - représentation évolutionnaire des phénomenes
de transition de régimes : les « paysages
adaptatifs »
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ﬁﬂﬁ Jeux de population : T - motivation |

*Une présentation simple et synthétique de la
représentation formelle d 'un « jeux » a deux joueurs

* jeux de population et dynamiques évolutives
» Une premiere définition d'un jeux évolutionnaire
* Quelques modeles et les questions associées :

» Emergence et/ou stabilité de la coopération dans le
« dilemme du prisonnier »

*La hiérarchie cognitive entre agents
= Sélection entre équilibre : la « chasse au cerf », le choix
d 'un support monétaire et autres histoires...
*Un jeu de marchandage : I'équitable et le réalisable
(jeu de | 'ultimatum)
*Intérét individuel et intérét collectif ; 'enjeu central :
quels fondements pour la modélisation des faits sociaux ?

ENST
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as Pourquoi utiliser le formalisme de la théorie des jeux 27

* Le langage de la théorie des jeu permet d 'étudier (de modéliser) des
situations d ‘interactions.

* Comme tout langage formel, il est réducteur et non neutre, mais il
permet d'analyser rigoureusement la cohérence logique du discours, et
impose une clarification des hypothéses comportementales et
informationnelles.

* Dans un jeu, on doit préciser : le nombre N de joueurs, | 'ordre de leur
intervention, | ‘ensemble S des actions possibles, |'information dont
disposent les joueurs, et les gains liés aux différents enchainement
possibles.

* La forme de /a rationalité attribuée au joueurs est également
caractérisée par les régles de décision qu'il appliquent.

* On va s'intéresser a une classe particuliere de jeux dits « non
coopératifs» dans la mesure ou chaque joueur effectue son choix de
maniére isolée, méme si ce choix aboutit /s fine a une « interaction ».
En particulier, ils ne peuvent passer entre eux d ‘accords qui engagent
irrévocablement leur choix.
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lia Présentation d'un Jeu sous « forme normale » =%
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* Le jeux ci-dessous, représente les interactions entre 2 joueurs
* Il est symétrique (méme structure des gains et méme ensemble de
stratégies disponibles pour chaque joueur). IciL 'ensemble S des
stratégies disponible est « discret » : S = {S,,S,}
= I| existe des jeux d plus de deux joueurs, asymétriques et a stratégies
continues, mais nous ne les aborderons pas ici.
* La forme adoptée dite « normale » (ou « stratégigue »), ne nous permet pas de
connditre ni | 'ordre des intervention et les enchdinement possibles, ni
| 'information dont disposent les joueurs au cours de ces enchdinements

* Cen 'est pas le cas de la forme dite « extensive » qui représente | ‘arbre de
ces enchdinement et | ‘'ensemble des informations dont disposent les joueurs

* Dans la matrice stratégique, on représente le joueur un en ligne et le joueur
2 en colonne. Le vecteur des gains correspond d : (gain de 1, gain de 2)

J2 joue S1 | J2 joue S2 Joueur 2
en colonne
Joueur 1 Jljoue S1| (5,5) (4,0 Gain de 2
en ligne Tljouesz | (0.4) 3
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* La théorie des jeux « classique » attribue aux joueurs un degré de
rationalité sans doute excessif, tout en réduisant les fortement la
variété des dimensions contextuelles de | ‘interaction :

* « The analysis puts enormous emphasis on the decision problem, but
employs a model of player interaction which is irrelevant to study
social organization (...) One significant consequence of the lack of
specificity in the modelling of how agents interact with one another
is the indeterminacy of equilibrium behavior»

Blume L. (1997) « Population games » in Arthur, Durlauf, Lane (eds.) Economy as an
Evolving Complex System IT, Addison-Wesley

* Partiellement inspirée de | ‘approche des « jeux évolutionnaires »
initialement développée par les biologistes (Maynard Smith, 1982),
Les « jeux de population» déplacent | 'analyse de la décision
individuelle (rationalité affaiblie) vers la dynamigue des interactions

(contextualisée, en particulier sous forme de réseaux d ‘interaction,
fixes ou endogeénes)
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*Dans les modeéles développées initialement par les
biologistes, les jeux évolutionnaires peuvent étre
décomposé selon deux perspectives différentes :

*Le jeu interne, qui décrit les interactions entre " joueurs".
= Les "joueurs", appariés au hasard, suivent des stratégies pré-
déterminées.
= L 'issue de la confrontation - le gain du jeu - détermine /a valeur
sélective des "joueurs"
*Le jeu externe décrit le processus évolutionnaire lui méme.

» I/ détermine par héritage la part relative des stratégies dans la
population et dépend directement de la valeur sélective que les
individus ont retiré de leur confrontation dans le jeu interne.

= I/ vérifie le principe de sélection: il contribue a faire augmenter la
proportion des individus les mieux « adaptés » a leur environnement.
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ﬁgﬁ Un exerr_\ple « paradigma‘ri'que » ! ENST
le « dilemme du prisgnnier» —
S 1S J2 joue S1 | J2 joue S2
S b
| a Tjouest[AGE5) | p0e)
S
el cld Tjoe 52 [$60) | N(33)
c>a>d>b = —F

* Sile joueur 1 joue S, face a S; et gagne 5, il peut toujours gagner plus en
déviant unilatéralement (6 - 5 = 1) en jouant S, face d S, .

* Par contre, s'il joue S,, face a S,, il n'a aucun intérét a dévier
unilatéralement (il perd alors 3-0=3)

* Sile joueur 1 joue S;face d S, et si son adversaire dévie en S, il perd 5

* Sile joueur 1 joue S,, face a S, et si son adversaire dévie, il gagne +3

* La stratégie S, posséde donc un double avantage : quand on la joue, on n'a
pas intérét a en dévier et elle permet de maximiser les gains quelque soit
la stratégie jouée par | 'adversaire, en particulier dans la situation la pire
(3>0): celle ot | 'adversaire joue aussi S,.

* Inconvénient: /a situation (5,5) aurait été plus efficace « socialement »
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m mUn exemple de dynamique évolutionnaire contextualisée™"

* Stabilité de la coopération dans un dilemme du prisonnier
spatial avec regle d 'imitation (1) le cas de deux voisins

J,J,) J,/5, J,/S, 9%
| J./S, (X.X) | (0,176) (’ ‘]
'\ J1/52 (176/ O) (6 ' 6) \ I
deux stratégies ou « états » [ ) L )
S1: coopération (noirs) @

176 > X > 92 : S2 : défection (blanc) 91 > X > 6 :
défection est contenue  Tpapgition du comportement la_population
dans une « zone gelée » du systéme a X < 92 entiére fait défection

Régle de révision :

A chaque période, les agents révisent leur stratégie sur la base de leur observation
des gains de leurs voisins dans la période précédente.

La régle la plus simple consiste a adopter la stratégie du voisin qui a obtenu le gain

(cumulé) le plus élevé lors des deux confrontations bilatérales.
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ﬁ 8 Dilemme du prisonnier spatial et transition complexe &%
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* Dans le modele de May, Nowak (1992, 1993), on introduit un défecteur
accidentel dans une population de coopérateur qui suivent la régle
dimitation du meilleur gain et qui interagissent avec leurs 8 voisins
(voisinage de Moore) sur un tore (réseau périodique dimension 2)
Craate | iMStep] World Size: Nesghbour - \

197
Start p | o INein‘rvauurcAndScﬂ j [wiarta =l

100 Graphique 3 :
e ira_]ectnme chantllue

H [by) \u W'

Zone :

Start Gion [0 |Ne|7¢aourMovcnnds<

J

1 againer 51[102

* Le gain de la coopération S,
(102) est suffisamment fort

pour bloguer la diffusion de
la défection

139inn5||100 [o

* Si le gain de la coopération tombe a 94, la défection
diffuse completement. Entre ces valeurs, la dynamique
exhibe un comportement chaotique...
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Une application pratique : la régulation d 'un groupe : ENsT
par le re-cdblage de liens longs (1)

*Pour évaluer la résistance d un réseau a une invasion, on
introduit symétriquement 4 défecteur dans un réseau uni-
dimensionnel périodique avec 4 plus-proches voisins

(3,3,) | 3,/51 | 7,/52
7,/s1 [170,170 | (0, 176)
7/52 | (176,0)| (6,6)

S1 : coopération S2 : défection
e gain de la cooperation X = 170
e Dans le réseau régulier, la
population entiere passe a la
défection
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Bla  Une application pratique : la régulation d 'un groupe : ENsT

m'm par le re-cablage de liens longs (2)
*Dans plus de 50% des cas, il suffit de re-cdbler un lien
pour contenir le comportement de défection

L T = e vy

e | ) T (0 ] — J Statistical results
for 500 simulations

LT o £ agunul 82

Small World : strength against accidental defection
1,4% links rewired (% on 500 simulations)
35,00% 32,00%
defectors 30,00% 26,60%
/ 25,00%
20,00% 1 16,80%
15,00% 10,20%11,80%
New
10,00%
n | defectors
| 5,00% 0,40% 1,00% 0,80% 0,40%
Il
! 0,00% 148
| ; L . $
i i 5 W $
Fostwaon 5]
v (S ] e
]

Source : Phan (2003, 2004) ; Pajot, Phan (2003)
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a'a Dilemme du prisonnier itéré (Axelrod) AR

1. Donnant donnant : coopération au premier tour, puis stratégie

précédente du partenaire

Majorité-mou : choix majoritaire de I'adversaire, coopération si
égalité au premier tour.

Rancuniere : coopération, puis défection permanente si le
partenaire fait une fois défection

Gentille : toujours coopérer

Périodique gentille : séquence cyclique ; deux coopération, puis une
défection

Sondeur : séquence trahir, coopérer, coopérer

Lunatique : défection une fois sur deux en moyenne (séquences
aléatoires)

Méfiante : défection au premier tour, puis stratégie précédente
du partenaire

Méchante : toujours faire défection

Périodiquement méchante : séquence cyclique ; deux défection,

puis une coopération
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gsg Dilemme du prisonnier itéré (Axelrod) %+
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DON.-DONNANT ¢ 4
MAJORITE-MQU
DON. SOAHSHH!FEMEL o ""—“"‘*“—"’ — -
GENTILLE @ .ﬁ% ‘ﬁ
PERIODIQUE-G %LIEIEIEILEJ ‘ * /
LONATIONE S — -

6
I‘/I 4 source : Delahays, Mathieu, 1998

mars 2004 denis.phan@enst-bretagne.fr Ecole CNRS d'Agay Systémes Complexes 14




_ma . , ] — —
@inl Intermede : la hiérarchie cognitive des agents =%

® Bernard Walliser (1997) propose une typologie des processus qui permettent de
converger vers un équilibre en théorie des jeux. il en distingue quatre, soit par
ordre décroissant des capacités cognitives attribuées aux agents :

=> Dans un processus EDUCTIF, chaque joueur dispose d’assez d’information
pour simuler parfaitement le comportement des autres joueurs, ce qui conduit
immédiatement a 1’équilibre : il n’y a pas d’apprentissage.

=> Dans un apprentissage EPISTEMIQUE, chaque joueur modélise le
comportement des ses adversaires et révise ses croyances a partir des
informations qu’ils a pu acquérir par observation (par exemple fictitious play,
apprentissage bayésien...).

=> Dans un apprentissage COMPORTEMENTAL, (behavioural), chaque
joueur modifie sa stratégie compte tenu des résultats observés de ses propres
actions dans le passé (par exemple, apprentissage CPR, par auto
renforcement...)

=> Dans un apprentissage EVOLUTIONNAIRE, chaque joueur joue une
stratégie fixe qui se reproduit proportionnellement au gain obtenu lors de
confrontations aléatoires
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* Les théoriciens de jeux (Harsanyi, Selten 1988, Binmore 1994..) ont été tres
inspirés par | 'histoire de la chasse au cerf (« stag hunt ») tirée du
Discours sur | ‘origine de | ‘inégalité parmi les hommes de J.J. Rousseau (1754)

* « Instruit par | 'expérience que | '‘amour du bien &tre est le seul mobile des actions
humaines, (I 'homme social devrait se trouver) en état de distinguer par les
occasions rares ol | 'intérét commun devait le faire compter sur | ‘assistance de
ses semblables (..) S 'agissait-il de prendre un cerf chacun sentait bien qu'il devait
pour cela garder fidélement son poste; mais si un lievre venait d passer a la portée
de | 'un d'eux, il ne faut pas douter qu'il ne le poursuivit sans scrupule, et qu'ayant
atteint sa proie, il ne se souciat fort peu de faire manquer la leur a ses
compagnons »

* En ramenant a deux le nombre des chasseurs et en rendant le probleme

symétrique, on obtient la matrice suivante :

s, | S, J2 joue S1 | J2 joue S2
S| al|b Jljoue S1| (5,5) (0,3)
S | c | d J1 joue S2 (3,0 (3.3)
a>c=d>

mars 2004 denis.phan@enst-bretagne.fr Ecole CNRS d'Agay Systémes Complexes 16




ma
Al la « chasse au cerf » (2) AR
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* Les théoriciens des jeux préférent la matrice suivante, qui pourrait
s 'interpréter de la maniére suivante : les chasseurs préférent
chasser le lievre seuls plutot qu'd deux. Techniquement, cela renforce
« [attraction» de la stratégie S2, comme on le verra plus loin.

s, | s, J2 jo% J2 joue S2
SSlalb J1 joue S1 | g (5,5) » 0.4)
;| ¢ | d 71 joue 52 ]( 40 |\N@G3)
a>c>dsb S

* Si | 'on recherche les couples de stratégies candidats a I'équilibre en
regardant comme précédemment les situations ou il n ‘est pas avantageux
de dévier unilatéralement, on met en évidence deux candidats

* Les jeux de populations permettent de mettre en évidence les conditions
contextuelles selon lesquelles | ‘un ou | ‘autre de ces équilibres possibles

peut tre « sélectionné» par un processus d ‘apprentissage collectif.
mars 2004
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ﬁgﬁ Une dynamique évolutive simplifiée (1) %"

* Dans ce jeu de population, nous considérons une population d ‘agents et
deux supports des échanges, l'argent et I'or (H. Peyton Young, 1998)

* Au début de la période considérée, les agents choisissent au hasard | 'une
des deux « monnaie ». Ils peuvent choisir de changer de monnaie (de
stratégie) , mais ne peuvent échanger qu'entre devises du méme type
(gains nuls entre devises différentes, gain positif sinon).

* Dans un premier temps, on considérera que le jeu est parfaitement

symétrique, dans un second temps, les gains associés a la détention d ‘or
seront supposés plus élevés

* A chaque « pas » de temps, on tire un agent aléatoirement et on le fait
jouer contre toute la population (ou un échantillon « suffisamment large »

on discutera + loin de la signification de cette hypothése). A | issue de
ces jeux, | ‘agent révise sa « stratégie ».

= Avec une probabilité 1- €, il choisit la monnaie la plus présente dans
| ‘'ensemble des rencontres qu'il vient de faire. Si il y a égalité
stricte, il conserve sa stratégie précédente (inertie)

= Avec une probabilité €, il choisit une « monnaie » au hasard.
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§% Une dynamique évolutive simplifiée (2)

T,
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J2 joue S1 | J2 joue S2 J2 joue S1 | J2 joue S2
J1 joue S1 (3.,3) (0,0) J1 joue Sl 5,5 (0,0)
J1 joue S2 (0,0 3.3) J1 joue S2 (0,0 3.3)

Currency game (1)

& B

Currency game (2)

b

t w

& |

€=0.2 jeux (2) mm‘

2000 Jo | g 7524 E) 7573 004 136%0
* Les simulations (population de taille 16) font apparditre des « équilibres
ponctués » séparés par de brusques changement de régime. Ces périodes

de « stase » sont d ‘autant plus longues que la valeur de € est petite.
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€=0.5 jeux (1)

B

=3 &
e ——
o —

[ §

it €=0.5 jeux (2)

w0 b 510

-]
——
T ——
e

o .
1560

2104

] B0 1052 15780 1040

nma . ’ . v ENST
Wa® dynamique évolutive et émergence de normes &=«
A . } I E =l ar B B AW F oo WS |

]

* Certains auteurs ont utilisé
une approche en terme de
théorie des jeux pour rendre
compte de « |'émergence »
de normes ou de conventions.
(Ulimann-Margalit, 1977 ;
Sugden, 1989, 1995 ; Boyer,
Orlean, 1992, 1993, 1994 Young,
1996, 1998)

* Dans le cadre proposé il ne
s'agit que de « sélection » de
stratégies préexistantes...

* Qu'est-ce donc que
I'émergence ?

G
100 | M
g0 |
60 |

40

20 ¢

2478

7437

9916 12385

4958
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an Intermede : émergence ontologigue ?
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Dans un systeme hiérarchisé de complexité croissante, on
qualifiera d'émergent un phénomene ou une entité qui
trouve son origine au niveau antérieur.

° Exemple 1: si je prends des entités élémentaires chlore (Cl) et et le sodium
(Na) et que je les fais « interagir », je peux obtenir des cristaux de sel (NaCl)
qui sont des « entités » émergentes de niveau d'organisation supérieur

* Exemple 2 : dans les modele de Schelling, la formation de clusters ou « amas »

d'habitants de méme type est un phenomene (une entité ?) « émergent(e)» des
interactions locales entre les agents (habitants)

Ou se trouve ce « niveau »
d'organisation ?
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Wal émergence ontologigue et réduction causale ===
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*Selon Searle (1995), ni une entité émergente a partir d'un
niveau dor'gamscn‘lon (N) possede au niveau super'leur' (N+1)
des propriétés ontologiques qui empéchent la reduction a des
entités du niveau précédent (N), alors il y a émergence
ontologigue.

Exemple : La « conscience » est « produite » par des
interactions neuronales, elles mémes « produites » par des
interactions blochlmlques etc.. Est-elle une entité
« réductible » ?

* Searle (1995) qui pense que non, mais se prétend naturaliste
« non-réductionniste » dls‘rmgue donc réduction ontologigue
de la réduction causale

- L'émergence ontologique peut selon lui Etre expliquée dan
I'ordre des causes par des interactions entre des entités
du niveau inférieur, sans quiil soit possible pratiguement
de déduire les propriétés des entités émergentes de ce
systeme.
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Selon la perspective naturaliste non-réductionniste de

Searle : la conscience est une structure ontologiguement

émergente (mais non réductible) des micro structures du

cerveau.

Son dualisme ontologique porte sur les entités (les objets) :

Dqui « existent » indépendamment d'un observateur
(caractéristigues /nfr'/nseques des éléments du monde)

>qui sont relatives a /observateur (phénomenes mentaux
intrinseques a ce dernier, ontologiquement subjectifs).

Selon Searle, les phénomenes mentaux sont ontologiguement

subjectifs, et les caractéristiques relatives d [observateur

héritent de cette subjectivité ontologique..

>« cet objet est en métal (en or ) » =>caractéristigue
intrinségue

2« cet objet est un piece de monnaie » < caractéristigue
relative a lobservateur (ontologiquement subjective)
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® Nous allons définir I'’émergence comme un phénomene observé dans
un systéme a plusieurs niveaux :
2> Il s'agit de /identification par un observateur de nouvelles
régularités associées a un processus qui ne peuvent étre déduites
a partir de la connaissance de seules propriétés des éléments
(agents) constitutifs du systeme (définition systeme complexe)
* Pour définir I'émergence dans les SMA, Miiller (2000) souligne la
nécessité d' un couplage du processus avec le niveau d'observation du
processus. Un phénomeéne est émergent si :

2 Il y a un systéme constitué par ensemble d'agents interagissant
entre eux et avec leur environnement dont la description en tant que
processus est exprimée dans un langage D

- La dynamique de cet ensemble produit un phénomene structure/
global observable dans des « trace d'exécution ».

> Le phénoméne global est observé (1) par un observateur extérieur
(émergence faible) ou (2) par les agents eux-mémes (émergence
forte) et décrit dans un langage distinct de D.
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ﬁ émergence forte et faible (fin interméde)

* L'apport principal: la distinction entre deux catégories
démergence selon /a position du niveau dobservation
par rapport au processus.

« Dans /émergence faible, |'observateur
est extérieur au processus et il n'y a pas
necessairement couplage.

« Dans I'émergence forte, les agents sont
partie prenante du processus tout en
observant ce dernier, ce qui entraine de
facto une rétroaction du niveau
d'observation sur le niveau du
processus. L'émergence est /immanente
au systéme.
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B E>

Coordination et équité

* Le « jeu de la poule mouillée » (chicken game) et la « bataille des sexes »
posent des probléemes de coordination et d 'équité biens connus

Quelles sont les situations ot les joueurs n'ont pas intérét a dévier unilatéralement?

mars 2004

S, 1S
S, a b
Sz C d
a<c=d<b

S. 1S
S, a b
Sz [ d
a>d>b=c

J2 joue S1 | J2 joue S2
J1joue S1| (0,0) 6.3)
J1 joue S2 (3.6) (3.3)
Poule mouillée
J2 joue S1 | J2 joue S2
J1 joue S1 6.3) (1.1)
J1 joue S2 (1,1) (3.6)

bataille des sexes
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A : e ¢ ) ENST
WAE Un jeu de marchandage : I'équitable et le réalisable — =
| = W HEEE T O ETTETE &R B OAWE Srv WwoTmm
* La négociation (« one-shot» entre paires d ‘agents) porte sur la
répartition (en %) d 'un gdteaux de « taille » 100.

* Seules les propositions dont la somme T < 100 sont acceptées (jeu de
demande de Nash) > « Jeu de partage »

H=70 M = 50 L=30
H =70 0,0 0,0 70,30
M = 50 00 50,50 50,30
L=30 30,70 30,50 30,30

* Ce jeux fait apparditre des solutions irréalisables (T > 100). Dans cas,
le gains des deux joueurs est nul

* Certaines solutions ne sont pas « équitables » (répartition inégalitaire)
* D ‘autres encore sont sous - efficientes (T < 100)

* Une question reste irrésolue : comment sélectionne-t-on un équilibre ?
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e /7 AN . « . 2 A .

gag Tntérét individuel et intérét collectif 527

A . I E =l ar B B AW F oo WS |

* Les jeux de population permettent de formaliser des phénoménes
d'apprentissages individuels (les agents adaptent leurs croyances a | ‘état
du « monde ») et collectifs (les agents apprennent a se coordonner)

* Dans de nombreux cas, l'intérét individuel et le comportement non
coopératif d 'acteurs décentralisé appardit insuffisant pour atteindre la
situation collectivement la plus souhaitable (« coordination failure »).

* La dimension contextuelle, avec des modes variés d 'interaction permet de
préciser les conditions d'émergence de stabilité de phénomenes
dynamiques collectifs présentant certaines conditions de régularités.

* Il s ‘agit en particulier de la sélection entre éguilibres, de | ‘apparitiond’
équilibres « ponctués » de transitions entre régimes...

* Une question reste posée : les « faits sociaux » s 'ils existent, sont-ils
simplement réductibles a ces dynamiques complexes produites par
I'interaction en contexte de décisions individuelles reposant sur des
croyances individuelles adaptatives ? Dans quelle mesure ces processus
peuvent-ils fonder la modélisation des faits sociaux ?

* Pour tenter de répondre a ces questions, il nous faut aller plus loin...
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ma . , .
e IT -Quelques notions de base en theorie des jeux .

——— - e R WA e
* Jeux « non coopératifs » et équilibres de Nash
* Correspondance de « meilleur réponse » (1) définition
* Stratégies dominantes et dominées
* Stratégies pures et stratégies mixtes
* Correspondance de « meilleur réponse »
(2) représentation graphique : le simplexe
*Le critére de « risque dominance »
* Jeux Potentiels
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— ’ . , .- ENST
mH Jeux « non coopératifs» et équilibres de Nash™*

A . (A . N T ar B B AW F oo WS |
* Un équilibre de Nash correspond d un ensemble de choix
stratégiques tel que aucun joueur na intérét a dévier
unilatéralement.
Le couple de stratégies (S;,5;) J2 joue S1 | J2 joue S2

est-il un équilibre de Nash ?
J1 joue S1 (0,0) '(—10,5)
5-10) |Na(-5-5)
.

Le couple de stratégies (S,,S,) -
est-il un équilibre de Nash ? | J1 joue S2

*Soit S* = (s*y,..., s*\ ) une combinaison de choix
stratégiques de ces n joueurs ol : s*; est le choix
stratégique du joueur i

* Soit ui(s*;,s*.) le gain du joueur i lorsque S* est
sélectionné.

*Une combinaison de choix stratégique S* est un
équilibre de Nash SST :

ui(s*;,s*.;) = ui(s;,s*.;) pour tout s; € S; et foutie n
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T,

_ma . ‘
B9 Correspondance de « meilleur réponse »
[ = N j EEENEE T 7 O ETTETE ar A B AW SarS s

*Pour un ensemble de stratégie données (quelconque) des
autres joueurs, on peut définir la merlleure réponse d'un

Joueur comme:
= la stratégie qui maximise son gain, conditionnellement
aux stratégies données des autres joueurs :
Vien, s € arg max{ui (si,8- )}
S.ES,
*On alors également définir un éguilibre de Nash comme :
= le vecteur des choix tel que la stratégie de chague
acteur est la meilleure réponse aux stratégie des autres
acteurs
. * *x %
Vien, s; € arg max{ui (si ,S_; )}
S,€ S,
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ENST

L ma
m.mUn exemple de dynamique évolutionnaire contextualisée’

A . I E =l ar B B AW F oo WS |
* Stabilité de la coopération dans un dilemme du prisonnier
spatial avec regle d ‘'imitation (1) le cas de deux voisins

(J.3,) J,/S; J,/S; 909
| J/S (X, X) | (0,176) (’ ‘1
\ J/S, | (176,0) | (6.,6) [ )
deux stratégies ou « états » [ ) % ]
S1: coopération (noirs) @
176 > X > 92 : S2 : défection (blanc) 91> X 5 6:
défection est contenue  Tngnsition du comportement la- population
dans une « zone gelée » du systéme a X < 92 entiére fait défection

Pourquoi un changement de régime a : X <92 ?
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A Stabilite de la coopération dans un dilemme du . Enst
. . . . . S -
* Interaction sur un réseau périodique dimension 1 (cercle)

* A chaque période, un agent joue la méme stratégie avec ses deux
voisins. La structure du jeu est celle d'un dilemme du prisonnier

S 1S (J;.72) /51 T2/5, deux stratégies
J,/S (X,X) | (0,176) S1: coopération
S |alb T S2 : défection
S, C d J\/S, (176, 0) (6,6) 176 > X > 6
c>a>d>  oicylez le gain de I'agent du centre :
@& Gain: 2.X & Gain: X @& Gain: 0
4= Gain : 352 @ Gain: 182 @& Gain: 12
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B@a  Stabilité de la coopération dans un dilemme du ENST

* Regle de révision (1) : imitation
<A chaque période, les agents révisent leur stratégie sur la base de leur
observation de la stratégie et des gains de leurs voisins dans la période
précédente.
> La régle la plus simple consiste a adopter la stratégie du voisin qui a
obtenu le gain (cumulé) le plus élevé lors des deux confrontations

bilatérales.
A® @ Gain: X
A @@ Gain: X B @ @m Gain: 182
in: 352
B @@ Gain: 35 C @ @ Gain: 182
C @ @ Gain : X

DO® @ Gain: X

D Gain maximum : 2.X < 352
- &8 Gain maximum : 2.X < 352

Les deux voisins de B: A et C Les deux voisins de B et C (A et D)
deviennent foujours défecteurs ne deviennent défecteurs que si X < 92
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f@a  Stabilité de la coopération dans un dilemme du ENST
*La dynamique localisée :
* avec un défecteur sans régle de révision (statégie fixée)

» Avec un défecteur accidentel (« main temblante » : retour a la
coopération

@& Gain: X

A @& Gain: X A @ Gain: 182
B @ Gain:182 B @ 352 @& Gain: 12
CO® O @ Gain: 12 COmMO@mOmO @ Gain: 12
D @ Gain : 182 b m 352 @ @ Gain: 12

E @& Gain: X E @ Gain : 182
l & Gain maximum : 2.X < 352 @& Gain: X
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BlA  Des réseaux réguliers aux réseaux aléatoires en : ENsT

— passant par les « petits mondes » (1) ‘
Cooats | iy | wersie s E_crown | woms | ez v - -m -_— Aven.  EEcccoE—
N « Milgram (1967)

>" six degrees of separation”
¢ Watts and Strogatz (1998)
¢ Barabasi and Albert, (1999)

2

] \ [ 7

N N
.:"-'.;?.B* : g?f > " scale free ”
el (toutes connectivités)
> multiplicative process >
| power law
Total connectivity Regular network > blue agent is“hub" or
— o (lattice) “gourou "
T T . — T T — ——

Small world 1 Random network

(Watts Strogatz)
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Bma  Des réseaux réguliers aux reseaux aléatoires en . enst
[ | les « peti ondes » (2

Quelques réseaux « réels» | gavin Bacon G. | W.S.Power Grid | C.Elegans Graph
n number of vertices (agents 225 226 4941 282
(k) average connectivity 61 267 14
L characteristic path length 3,65 18,7 2,65
=@ jouer
L. 3
rmystifier
% e e
[ e ®
LY o L]
e "
» s & S'ébatire
L. ]
- ] L
My
o y g
oy
. T WY
o 2 -
¥
9 arier
"ﬁ:a' jouer ?miser
gaumeginit fr y
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BlA  Des réseaux réguliers aux réseaux aléatoires en : ENsT

m. passant par les « petits mondes » (3) —

* Distance entre deux nceuds : nombre de liens composant le
chemin le plus court . | = distance moyenne

*Dans un reseau régulier de dimension d et N sites, la distance
| est de I'ordre de grandeur de la taille du sysTeme | ~ N v/d

*Dans un réseau aléatoire poissonnien de connectivité moyenne
kona:|~logN

*Dans un réseau comple‘remen’r connectéona:|l=1!

* Sur un réseau régulier, il n'y a pas de raccourci et pour aller
d'un point A G un point B, il faut passer par tous les points
intermédiaires.

* Sur le graphe aléatoire on peut relier deux sites par un
chemin tres court
* Coefficient de clustering ¢ : la moyenne du rapport du
nombre de liens entre les voisins d'un point donné sur le
nombre de liens maximal

> Réseau complet : 1, aléatoire <k>/(N-1) ~ 1/ N

Amaral, Scala, Barthélemy, Stanley « Classes of Small-world Networks », PNAS 97, 11149 (2000)
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f@a  Des réseaux réguliers aux réseaux aléatoires en . ENsT
L

passant par les « petifs mondes»(4)
*Petits mondes « a la Watts- Strogatz »

* En partant du réseau régulier, on reconnecte au hasard une
proportion p de liens. On va donc du réseau régulier a p = O pour
arriver au graphe aléatoire ap =1

Regular Small-world

p=0 . e p=1
Incressing randomness

Watts, Strogatz (1998) « Collective Dynamics of Small-World Networks », Nature, 393, 440.
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BlA  Des réseaux réguliers aux réseaux aléatoires en : ENsT
| i

passant par les « petits mondes » (5) —
* Scale free : petits mondes « a la Barabasi »

= diametre faible (/~ log N) p. =
> coefficient de clustering faible ¢ ~ 1/N o
* (ie attachement préférentiel)

k

0

-Distribution de probabilité d'un réseau  '° |

« scale-free » obtenu par attachement
préférentiel. On observe bien la loi 10°

de puissance avec un exposant y = 3.

*Source : Barthelemy M. (2003) Classesznl ; =3
de réseaux petits monde Doc. ENST de = | -
Bretagne 10

‘ref : Barabdsi Albert, « Emergence of 5« . ",

Scaling in Random Networks », Science, .

286, 509 il
10

o — ...].nl

k
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T,

B=
BE>

IT -Quelques notions de base en théorie des jeux

(suite)...

* Jeux « non coopératifs » et équilibres de Nash
* Correspondance de « meilleur réponse » (1) définition
* Stratégies dominantes et dominées
* Stratégies pures et stratégies mixtes
* Correspondance de « meilleur réponse »

(2) représentation graphique : le simplexe
*Le critére de « risque dominance »
* Jeux Potentiels
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8% Stratégies dominantes et dominées (1)«

A . } I E =l ar B B AW F oo WS |

* Une stratégie s; est strictement (faiblement) dominée par une stratégie
sy, si elle procure au joueur des gains toyjours inférieurs (ou égaux) a
ceux associés a | 'autre stratégies.

Vs i€ S, ui(s;.5-i) < ui(shs-)

* Un joueur « qui préfere avoir plus que moins » ne jouera donc jamais une
stratégie dominée. Il est fréquent en théorie des jeux d ‘éliminer les
stratégies strictement dominée.

* Si une stratégie est la merlleure réponse face a toutes les stratégies
possibles de | adversaire, on dit que c'est une stratégie dominante (cette
stratégie domine toutes les autres stratégies du joueur). L'équilibre de
ce jeu est alors appelé équilibre en stratégie dominante.

éliminez la S Sz ‘-ﬁ%

(les) stratégie(s) s Q.5 44 45
dominée(s) ! ! ’ : l
(s) — —

S, L3 N 0,2 56
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§% Stratégies dominantes et dominées (2) —

*Cherchez s 'il y a des stratégies dominées (dominantes)

J2 joue S1 | J2 joue S2
J1 joue S1 F‘ﬂs’% J2 joue S1 | J2 joue S2
J1 joue S2 [N (6,0) e (3,3) Jljoue St (0,0) (6.3)

Dilemme du prisonnier | J1 joue S2 3,6) (3,3)

J2 joue S1 | J2 joue S2 Poule mouillée

Jljoue S1{ (5,5) 0.4) J2 joue S1 | J2 joue S2
Jljoue S2 | (4,0) (3.3) Tljoue S| (6,3) (1,1)
Chasse au cerf J1 joue S2 (9)) (3.6)

bataille des sexes
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gag 2qi 5 A : ENST
@ Stratégies pures et stratégies mixtes #=
[ = W] IS 2 E . 4r B B AW Frras =

* Ce jeu na pas d'éguilibre en stratégie pure : quelque soit le couple de
stratégies envisagé, |'un des joueurs obtient toujours plus en
modifiant son choix

sl S2

-11-1,1
S, -1,1(1,-1
® Supposons que |'un des joueurs pense que son adversaire va jouer S,

avec une probabilité p et S, avec une probabilité 1-p.

* Appelons 6 = (p , 1-p) cette stratégie. L 'espérance de gain anticipée
par ce joueur sera:

E(S;) = u(Sy, 6) = Lp -1.(1-p) = 2.p-1; s'il joue S,
E(S;) = u(S; 0) = -1p+1(1-p)=1-2.p; s'il joue S, .
*Si : E(S1) = E(S2) : (c'est a dire ici sip = 1/2) :
aucun des joueurs n'a intérét a dévier unilatéralement :

c'est |'équilibre en stratégie mixte
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Y-a-t-il un équilibre de Nash

en stratégie pure ? Si 1




A . . ENST
B%a Correspondance de « meilleur réponse » (2) —##%

*Notons p; (p,) la probabilité que le joueur 1 (2) joue S,
*La correspondance ¢(p,) de meilleure réponse & n'importe

quelle stratégie mixte p, est | ensemble des valeurs de p;
qui maximise le gain de la stratégie mixte p; face a p, :
(P(Pz) = argmax picpo,1 {up,, p)}
u(py, p2) = (1-p;).u(S;, p2) + (1-pp.u(S,. p2) S, S,

u(py, p2) = (2.p2 - 1.py* (1-pp).(1-2.p,) S, 1 -11-11

u(py, p2) = 2.(2.p2- 1) ).pr + (1-2.p,) :
S, | -1,1]1,-1

¢ 1(p2) = argmax piepo,1 {2.2p,- Dpi*+ (1-2p))}
*Sip,>1/2;2.(2.p,-1)>0 et (1-2.p,) < 0 @(p,) est maximum ssi p;=1

*Sip,=1/2 . u(py, p,) =0V p;€[0,1] est maximum pour @¢(p,) = [0,1]
> (équilibre en stratégie mixte : joueur I indifférent )

*Sip,<1/2;2.(2.p,- 1) <0 et (1-2.p,) > 0 @4(p,) est maximum ssi p;= 0
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| 7 A 7 7 .
[ Une représentation géométrique ENST

H m d 'une stratégie mixte : le « simplexe » ]
A . I N == ar B 4 == [ _____sman, |
* Géométriquement, | 'ensemble des stratégies mixtes peut
€tre représenté sous la forme d 'un simp/exe de dimension
égale au hombre de stratégies pures (de sommets) moins un.
S, c S P2
: : :
0 1/2 1
Echelle : p = P( jouer S;)

1

01(p,)

*On peut également représenter  1/2
(ici sur une surface carrée) les
correspondances de meilleures
réponse des agents (« staviska»)

0,(p1)

P1

. . 1/2
* Sip,>1/2; ¢1(p,)=1 Sip1>1/2; @,(py)=0

* Sip,=1/2; @1(p,) =[01] Sip;=1/2; @,(py) = [0,1] (équilibre en stratégie mixte)
*Sip,<1/2;@i(p,)=0  Sipy1<1/2;@y(py)=1
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A
i Simplexes et stratégies mixtes B

s Deux stratégies :
14 simplexe en dimension 1 H| (1,0,0)

G=(p.1p) .~

.

équilibr'e de
stratégie
.- Mixte

\ O =(p,qr)

P 1,0 Sy
L
(0,01)
Deux stratégies :
simplexe en dimension 2
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nma
| Le simplexe du jeu de marchandage oo
H=70 M =50 L=30
E(H, 0)=70.r H=70| 00 00 70,30
EM, 0)=30.(9*1) TWTe0 [ o0 50,50 50,30
E(L, 0)=30 L=30 | 3070 30,50 30,30

*Soit p la probabilité de jouer H, q la probabilité de jouer M
et r =(1-p-q) la probabilité de jouer L H 1,0,0)

* On peut déterminer trois
zones séparées par des Equilibre de
« frontieres » ou il y a stratégie
indifférence entre deux --" mixte
stratégies.

* L 'équilibre en stratégie mixte
est commun a ces trois
« frontiéres » : M )

G = (14/35, 6/35, 15/35) 0.10) ©0D
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Indifférence
entreL et M «_

Best reply:

L




i 1 : c ENST
9 E Le dom(]lne de « mellleur reponSe » T

[ . T ar 2 B A ST aSarvw s
*La structure de meilleure réponse correspond a des

domaines qui peuvent &tre définis de maniere générale par
des relations dans | ‘espace des gains :

S, S, u(s;,0) =2u(s,,0) &

S a,a | b, b pa+(l-p)b=pc+(1-p)d
1 0>-pla—c)+(1-p)d-b)

S, |c.¢ |d.d" | (a-c)>(-p).((a-c)+(d-b))

azc;d=b
a—-=c¢
us,,o0)=>u(S,,0) >1-p>0
(5,0) U(S,,0) & S =1
u(s,,0) = u(S,,0) d-b >1-p>0
(a-c)+(d-b)
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ma R . .
@o8 | e critére de « risque dominance » - #f%t

*la structure de meilleure réponse du jeu est conservée sil'on
remplace la matrice stratégique par la matrice suivante :

S, S, u(s,,0)2u(s,,0) &
B o a-c¢ 21-p>0
S, a-c,a -c 0,0 @ 0@ D" p>
S; 0,0 d-b,d’-b" a>c;d=>b

* Le ratio (a-c)/(d-b) permet d'apprécier le risque auquel fait face le
joueur 1 'il dévie unilatéralement (pour a>c ; d > b);

* On dit que le couple de stratégies (S; ,S;) est risque dominé par le couple

(5,.5,)88I:(a-c)(a-c')<(d-b).(d-b")

. . ., J2 joue S1 | J2 joue S2
Y-a-t-il un couple risque dominé

dans la Chasse au cerf ? J1 joue S1 (5.5) (0.4)

J1 joue S2 (4,0) 3.3)

mars 2004 denis.phan@enst-bretagne.fr Ecole CNRS d'Agay Systémes Complexes 50




ma
am
mn

1A

Jeux Potentiels (1)

* G est un jeux potentiel (pondéré)si il existe une fonction p (et des

nombres positifs A;) telle que pour tout ensembles de stratégies (s;, s.
) et (s, s;) onait:

Ai(u(s;, s23) - ulsy, s.)) = p(s;, s2) - (s, S.)

* La méme fonction de potentiel doit s appliguer d tous les joueurs.

* Les fonctions de gains peuvent ainsi étre re-dimensionnées de telles
maniére qu' en cas de déviation unilatérale la variation du gain soit
égale a celle du potentiel: les deux fonctions ont la méme structure de
meilleure réponse

* Tout jeux symétrique 2x2 est un jeux potentiel

mars 2004

S, S, p(sy, 1) = a-c
s, |a.,a[b,b p(sy, )= 0
p(Sz, ;) = d-b
S; c.c'|d,d’ p(S12,51) =0
a=c.;d=b
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4 Jeux Potentiels (2) R

pour les jeux suivants :

* Trouvez des fonctions (utiles a | ‘analyse des équilibres) qui
conservent la perte de gain en cas de déviation unilatérale

J2 joue S1 | J2 joue S2
J2 joue S1 | J2 joue S2 || J1 joue S1 (0,0 (6.3)
Tljoue s1| (55) (0,6) Tljoues2 | (3.,6) (3.3)
J1 joue S2 (6,0) (3,3) Poule mouillée
Dilemme du prisonnier J2 joue S1 | J2 joue S2
J2 joue S1 | J2 joue 52 || Jljoue SL| (6,3) (1.1)
Jljoue S1| (55) (0,4) J1 joue S2 (1.1) (3.6)
71 joue S2 (4.0) (3.3) bataille des sexes
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Chasse au cerf
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whe Jeux Potentiels (3) AR
—— g —- e ar R A e S———
J2 joue S1 | J2 joue S2
J2 joue S1 | J2 joue S2 || J1joue S1| (-3,-3) (0,0)
J1joue S1| (-1,-1) (0,0) Jljoue 52 | (0,0) (-3,-3)
J1 joue S2 (0,0) (3.3) Poule mouillée
Dilemme du prisonnier J2 joue S1 | J2 joue S2
J2 joue S1 | J2 joue s2 || Jljoue S1f (5,2) (0,0)
Jljoue S| (1,0) (0,0) J1joue S2  (0,0) (2,5)
71 jove 52 (0.0) (3.3) bataille des sexes
Chasse au cerf
Interprétations ?
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Eﬂﬁ Stratégie Evolutionnairement Stables (ESS) ##"
—— —— I e —

*C'est "une stratégie telle que si elle est adoptée par tous
les membres d'une population, aucune stratégie mutante ne
pourra venir envahir cette population par les mécanismes
de la sélection naturelle »

*Equilibre de Nash, + condition de stabilité

soit :

soit :
et:

mars 2004

u(x , x) > u(y, x)

* le gain associé d la stratégie x contre elle-méme est strictement
supérieur au gain associé a n'importe quelle autre stratégie y
différente de x contre la stratégie x. (la stratégie x est la
meilleure réponse contre elle méme)

u(x, x)

ux,y)>uly.y)

= u(y, x)

(a)

(b1)

(b2)

Vx,ye$s
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nma . ENST
W% Le jeu des "faucons" et des "colombes » (1) &=

*On consideére une large population d'individus de méme
espéce en compétition pour utiliser une ressource rare.

*Chaque jeu représente la confrontation aléatoire de deux
individus (et seulement deux) de cette espece (« random
pairwise »).

* Ceux-ci peuvent suivre 2 stratégies : une stratégie
agressive "Hawk" ou une stratégie pacifique "Dove".

*Lorsque deux "faucons" se rencontrent, ils supportent des
pertes qui peuvent €tre évaluées en moyenne a C/2

H D Y a-t-il des ESS
H | oo cvcys v 0 en stratégie pure
(v-oye, (v-cy i en fonction des valeurs
D o,V V/2 ,V/2 relatives de Vet C ?
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A ;. ENST
gne “"faucons" vs "colombes (2) stratégies pures =%
[ & W IS 449292 E. ar B I A W F o W S |
H D
H | (v-0)/2,(v-c)/2 V,0
D o,V Vv/2 ,V/2

®5Si V> C; H est une stratégie strictement dominante (Nash strict, ESS)
eneffet: u(H,H)=(V-C)/2>u(D,H)=0(a)
alors que : u(D, D) = V/2 < u(H, D) =V
®5Si V = C; H est une stratégie faiblement dominante (Nash et ESS)
eneffet:u(H,H)=u(D,H)=0 (b1)
mais: u(H,D)=V>u(D,D)=V/2 (b2)
®5i V< C, niH niD ne sont des stratégies dominantes :
uH,H)=(V-¢)/2<u(D,H)=0etud,D)=V/2<u(H,D)=V:
la condition (b2) ne peut &tre vérifiée : pas d'ESS en stratégie pure
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gnl "faucons" vs "colombes (2) stratégies mixtes #=%

* On considére une population composés de p% de faucons et de (1-p)% de
colombes. La probabilité de rencontrer | ‘'une ou | ‘autre de ces

stratégies lors d 'une rencontre aléatoire est donc la stratégie mixte G:
o= (p,1-p) avec: p = prob(H) et 1-p = prob(D)
*SiV>C,oy=(1,0)=H est une stratégie strictement dominante ;
u(Cy ., 0y )>u(c,0 ), Vo/0<p<l,
*SiV=C,0p=(1,0)=H est une stratégie faiblement dominante
u(cy, oy )>u(c,0 ), YVo/0<p<1,avec:V2u(oy 0)>u(c,0)2V/2
* Si V <C, une stratégie mixte od: 6 = (p , 1-p), avec : 0 < p <1 peut
conduire d un ESS
u(H, 6) =E(H) = u(D, 6) = E(D)
= p.u(H , H) + (1-p).u(H , D) = p.u(D , H) + (1-p).u(D , D)
p.(V-C)/2 +(1-p).V = pO+(1-p)V/2 =  p=V/C
= On vérifie ensuite que la condition de stabilité est vérifice ../ ..
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L ma 7 . . ENST
Wal "faucons" vs "colombes (3) stratégies mixtes =%
A .

* La valeur p = V/C définit |'équilibre de Nash symétrique en stratégie
mixte :

* la stratégie mixte ¢ = (V/C , 1-V/C) est la "meilleure réponse » contre
elle-méme".

* On vérifie que la condition de stabilité est vérifiée :

>Pour que ce soit également un ESS, il faut ensuite montrer qu'aucune
stratégie déviante ne peut venir envahir cette population
(condition (b2) : u(x ,y)>u(y ,y))

2>Comme u(H, 6)=E(H) = u(D, 6)=E(D) =u(c, 0), la condition de
stabilité requiert :

u(c,D)>u(d,D)etu(c,H)>u(H, H)
u(c , D)= p.V+ (1-p).V/2 = (1+p). V/2>u(D ,D) = V/2
u(o, H) = p. (V-€)/2 + (1-p).0 = p.(V-C)/2 > u(H , H) = (V-C)/2
(ot (C-V)/2 > p.(C-V)/2 est vérifié puisque: C>VetO<p<1)
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Jeux de population : IT partie... ST

IV - L'approche dynamique déterministe &
stochastique des jeux de population : réplicateur,
imitation et meilleure réponse

V - Dynamiques sur des réseaux : interactions a
courte et longue portée

VI - représentation évolutionnaire des phénomenes
de transition de régimes : les « paysages
adaptatifs »
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mgg‘ .. /. T ENST
W% La transmission des stratégies par réplicateur =

* On considere une entité, porteuse d'une stratégie donnée, qui
se reproduit a l'identique (elle se réplique).

* On suppose que la population de ces réplicateurs, associés a
une stratégie déterminée, varie dans l'intervalle de temps &t
selon un taux juste égal a son espérance de gain :

*Onaentre t et ++31 : AN;/N; = E(S;) et : AN,/N, = E(S,)

* La proportionde S, dans la population est p = N,/N

*onadonc: Ap/p = AN,/N, - AN/N

* Mais on peut remplacer approximativement le taux de croissance de la

population par le taux de croissance de ses composantes pondéré par leur
parts restrictives :

AN/N = (l-p) ANI/NI + p'ANZ/NZ = (l-p) E(Sl) + pE(Sz)
*Finalement : Ap/p = E(S,) - [ (1-p). E(Sy) + p.E(S5) ]
*Le taux de réplication d'une stratégie est égal a son

espérance de gain, moins la moyenne des espérance de gain
dans la population.

mars 2004 denis.phan@enst-bretagne.fr Ecole CNRS d'Agay Systémes Complexes 60




_ma NST
ans | a ‘rransmnss:on des stratégies par répl lca’reur

* Le taux de réplication d'une stratégie est égal a son espérance de gain,
moins la moyenne des espérance de gain dans la population.

Ap/p = E(Sp) -[ (1-p).E(Sy) + p.E(S2) ]

= Une population croft ssi son espérance de gain est supérieur a
I'espérance de gain moyenne

l 1
« paysage adaptatif » w

*On peut aussi écrire le réplicateur sous la forme :

Ap/p = (1-p).IE(S2) - E(Sy) ]
*Ou il est clair que Ap/p>0 SSI: E(S,)>E(Sy)
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nma T
WaE | o transmission des stratégies par réplicateurs*
_ } I E =l ar B B AW F oo WS |

*Remarque : dans un jeux symétrique, E(S;) - E(S,) =0
nous donne I'équilibre en stratégie mixte, donc on peut

montrer que l'on a: E(S;) - E(S,) = k.(p-p*)
Ap/p = k.(1-p )(p-p*)

J2 joue S1 | J2 joue S2

Exemple : le chasse au cerf | J1jowest| (55) (0,4)

J1 joue S2 (4,0) (3.3)

Chasse au cerf
E(S2)-E(S1)=(3-0)p-(5-4).(1-p)=4p-1
A l'équilibre de stratégie mixte, ona : E(S1)-E(S2)=0
Avec: 0 = (p*, 1-p*) ol : p* = 1/4
Ap/p = 4.(1-p )(p - 0,25)
E(S,) > E(S)) et Ap/p>0 ssip> 1/4
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j@a  L'équation de réplication avec taux de mutation . ENsT
ns déterministe _
[ = N r__= = BT ar A B O AE arvw s

dp/dt = k.p.(1 - p).(p - p*) + m.p
* En |'absence de mutations (m=0) il y a deux points fixes stables: p;= 0. et p,,= 1
séparés par un point fixe instable, p*=1/4.
* Pour m > 0, la taille du bassin d'attraction de p;, diminue, celui de p,,, augmente.

* Au-dela du "point de catastrophe” : m # 0,07361, les deux points fixes p* et p
disparaissent  apsac dp/de

m=0

w = 0.04
0.3 0.3
0.z 0.2
0.1 0.1
i ——
P T P
Z 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8

dp/dt dp/dt

m = 0.07361 m= 0.12
0.3 0.3
0.z u.2

0.1

0.1

-
I

F
P 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0.z 0.4 0.6 0.8 \% o
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gﬂﬁ choix entre deux solutions alternatives (13T

* Considérons la fonction de surplus suivante :

Vi(si):Voﬁsi Hi+X+J.ZS—k ) SiE{—1,+1}
keﬂNi
*H, désigne les préférences idiosyncrasiques de I'agent,
et X une variation de surplus de valeur exogéne, mais de
signe dépendant du choix de I'agent (par exemple un
transfert monétaire en (dé)faveur d'une alternative)
*Comme dans le cas précédent, la valeur de H (de X)
exprime le biais personnel (exogéne) de I'agent en faveur
de l'une ou l'autre des alternatives.

*Si (H; +X) < 0 il y aura un biais en faveur du choix : S;

-1
+1

*Si (H; +X) > 0 il y aura un biais en faveur du choix : S;
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ma . . .
fak choix entre deux solutions alternatives (2§

| = W [ . T ar 2 B A ST aSarvw s
* Désignons par: N*; et : 7; la proportion des voisins de |'agent
« i» qui choisissent respectivement S, = +1 et 5, = -1
> %=(n? -ni) avec: Mj+nj =1
ked ' !
Vi(Si)=Vo.~+5i(Hi+X+J'-(T]T—TI_;))J sie{-1,+1}
*L'influence sociale, pondérée par J, mesure le « degré de
conformité » entre le choix de I'agent et ceux de son
voisinage.
*Cet effet dépendent de la proportion des agents qui
choisissent chaque branche de l'alternative (N, et : N7 )

* Remarque : on reprouve le modele de demande précédent si on pose :

P=-X ; et: m,-:siz“
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aan Li la théorie des i ENST
ginm lens avec la theorie des jeux ;
A . (A . N T ar B B AW F oo WS |

* Chaque agent (joueur) dispose de deux choix alternatifs
(deux « stratégies »). On peut représenter la part du
surplus associée a chaque confrontation entre deux voisin
par une matrice représentant un jeu symétrique sous forme
« normale » :

S,=-1 S,=+1 S5,=-1[5,=+1
Si=-1 Vooi +J oi~Hp=Xsi Vooi =T si~Hpi= X S5;=-1 8 0
51 =+1 vOﬁi _‘Tﬁi+H1‘}i+Xﬁi v019i +Jﬂi+HBi+xﬂi Sl =1 2 10

* OU: Voyi= Vi /Ny o Hyi= Hi/Ny; o X = X/Ny; o Tgi= T/N
* Adroite : Vo, =5; Hy =2, X 5=-1:J5=4.
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4 . . . ENST
Eléments de bibliographie re
F_& 5 EomTE ar B AW Are EooEs
* Ouvrages de base incorporant les jeux de population

= Herbert Gintis (2000) Game theory evolving, Princeton University Press, NJ

= Giséle Umbhauer (2002) Théorie des jeux appliguée ad la gestion EMS editions.
* Pour aller plus loin avec | ‘apprentissage et les jeux évolutionnaires
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* Larry Samuelson (1997) Evolutionary Games and Equilibrium selection, MIT Press
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* Pour aller plus loin avec la théorie des jeux « classique »
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= Drew Fudenberg,Jean Tirole (1991) Game Theory, MIT press.
* prendre du recul et interpréter
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System IT; SFI, Studies on the Sciences of Complexitity, Addison-Wesley.

Steven Durlauf, H. P. Young eds. (2001) Social Dynamics, Brooking Instit. & MIT press
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ag ! ENST
B m « Paysage adaptatif » ENS
A . A W

N T ar B B AW F oo WS |
* Le taux de réplication d'une « variété » est égal a son espérance de

reproduction, moins la moyenne des espérance de reproduction de la
population.

Api/pi = E(S)) - E(S)

=2 Une variété croit ssi son espérance de gain est supérieur a

I'espérance de gain moyenne
P 7N

« paysage adaptatif »

<
Vitalité 11

—
12 9 8
10 N om | Y
st 41 i | 1
4 (K 1
6 0
4 T 4 7 3
4
2
1 1 2
0
X 3 0 1 2
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